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Le problème des nombres congruents



Soit D un entier sans facteur carré.

Définition
D est congruent s’il existe a, b , c ∈ Q tels que

I a2 + b2 = c2,

I D = ab
2 .

Exemple

I 6 est congruent : (a, b , c) = (3, 4, 5)

I 5 est congruent : (a, b , c) = ( 9
6 ,

40
6 ,

41
6 )

I 157 est congruent :
a = 6803298487826435051217540

411340519227716149383203 , b = 411340519227716149383203
21666555693714761309610 ,

c = 224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830
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Proposition
D est congruent si et seulement si Dy2 = x3 − x a une solution
dans (Q ∩ ]−1; 0[) × Q×.

Soit a, b , c ∈ Q. Posons u = a
c et v = b

c .
a2 + b2 = c2 ⇔ u2 + v2 = 1

⇔ ∃t ∈ Q ∩ ]0; 1[ tel que u = 1−t2

1+t2 et v = 2t
1+t2

⇔ ∃t ∈ Q ∩ ]0; 1[ tel que a = 1−t2

1+t2 c et b = 2t
1+t2 c

(⇒) On pose x = −t et y = 1+t2

c .

(⇐) On pose a = 1−x2

y , b = −2x
y , c = 1+x2

y .

Exemple
Fermat : 1 n’est pas congruent.
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Les courbes elliptiques



Définition
Soit K un corps.
Une courbe elliptique sur K est une courbe d’équation y2 = P(x)
avec P ∈ K [X ] de degré 3 sans racine double.
On note E(K) =

{
(x; y) ∈ K2, y2 = P(x)

}
,

et E(K) = E(K) ∪ {∞}.
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avec P ∈ K [X ] de degré 3 sans racine double.
On note E(K) =

{
(x; y) ∈ K2, y2 = P(x)

}
,

et E(K) = E(K) ∪ {∞}.



Proposition
E(K) est un groupe abélien pour la loi +.

On s’intéresse à la courbe elliptique ED : y2 = x3−x
D .
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Théorème (Mordell, 1922)
Soit E une courbe elliptique sur Q.
Alors il existe r ∈ N tel que E(Q) ' E(Q)tors ⊕ Z

r .
r s’appelle le rang de E, on le note r(E).

ED(Q)tors =
{
∞; (−1, 0); (0, 0); (1, 0)

}
.

Proposition
D est congruent si et seulement si r(CD) ≥ 1.
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Soit E une courbe elliptique définie sur Q, d’équation
y2 = P(x) = ax3 + bx2 + cx + d.

Définition
Soit p un nombre premier.
p est un bon premier s’il ne divise ni le dénominateur de a, b, c ou
d, ni le numérateur du discriminant de P.

Proposition
Si p est un bon premier, E définit une courbe elliptique sur
Fp = Z/pZ, notée E(Fp).



Soit p un bon premier pour la courbe elliptique E.

Proposition
CardE(Fp) ≤ 2p + 1.

Définition
On définit ap = p + 1 − CardE(Fp).

Théorème (Hasse)
On a |ap | ≤ 2

√
p.
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Définition
On définit ap = p + 1 − CardE(Fp).
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Les fonctions L et la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer



Soit E une courbe elliptique définie sur Q et p un bon premier pour
E.

Définition
On définit une fonction L et des entiers αn ∈ N associé.e.s à la
courbe elliptique E ainsi :
pour tout s ∈ C tel que Re(s) > 3

2 ,

L(E, s) =
∏

p bon premier

1
1 − app−s + p1−2s =

∞∑
n=1

αnn−s

Théorème
L admet un prolongement analytique sur C.



Conjecture (Birch et Swinnerton-Dyer faible)
r(E) ≥ 1 si et seulement si L(E, 1) = 0.

Conjecture (Birch et Swinnerton-Dyer)
En notant ran(E) l’ordre du zéro de L(E, s) en s = 1, on a :
r(E) = ran(E).

Théorème (Coates-Wiles)
Pour E = ED , si L(E, 1) , 0, alors r(E) = 0.
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Retour aux nombres congruents



Définition

On définit la fonction
θ :

{
z ∈ C, Im(z) > 0

}
→ C

z 7→
∑

n∈Z(e2iπz)n2

Théorème (Tunnel)
Soit Ω =

∫ +∞

1
dx√
x3−x

et∑
n∈N bn(e2iπz)n = θ(z)θ(2z)(2θ(32z) − θ(8z)).

Alors, si D est impair, L(ED , 1) = Ω
16
√

D
b2

D .

Théorème (Tunnel)
Soit D impair sans facteur carré.
Si D est congruent, alors

Card
{
(x, y, z) ∈ Z3,D = 2x2 + y2 + 32z2

}
= 1/2 Card

{
(x, y, z) ∈ Z3,D = 2x2 + y2 + 8z2

}
Si BSD faible est vérifiée pour ED , la réciproque est vraie.
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