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Soit D un entier sans facteur carré.

D est congruent s'’il existe a, b, ¢ € Q tels que

a%ig b2 = 2,

__ab : b
D=2

5 est congruent : (a,b,c) = (

157 est congruent :
a—= 6803298487826435051217540 b= 411340519227716149383203

" 411340519227716149383203 * 21666555693714761309610 °
c= 22440351770433696992455751309067486316094847204 1

8912332268928859588025535178967163570016480830
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D est congruent si et seulement si Dy? = x3
dans (QN]-1;0[) x Q*.

— X a une solution
Soit a, b,c € Q. Posons u = 2-etv = 2.
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D est congruent si et seulement si Dy? = x3
dans (QN]-1;0[) x Q*.

— X a une solution
Soit a, b,c € Q. Posons u = 2-etv = 2.

a° Lt W+ v:=1

© JteQn]o;1[telqueu= g2

2
T B e
& AteQn]o;1[ telquea= 1=
(=)Onpose x =—-tety =

=4

=5
17 Cetb = 17pC
1+t2
2 Xy 2
(=)Onposea =15, b= 2 c= X

y
Fermat : 1 n'est pas congruent.






Soit K un corps.

Une courbe elliptique sur K est une courbe d’équation y? = P(x)
avec P € K[X] de degré 3 sans racine double.

On note E(K) = {(x;y) €K% y? = P(x)},

et E(K) = E(K) U {co}.
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Une courbe elliptique sur K est une courbe d’équation y? = P(x)
avec P € K[X] de degré 3 sans racine double.

On note E(K) = {(x;y) €K% y? = P(x)},

et E(K) = E(K) U {co}.




E(K) est un groupe abélien pour la loi +-.

- 7 < s <)
On s'intéresse a la courbe elliptique Ep : y? = 45X,
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Soit E une courbe elliptique sur Q.
Alors il existe r € N tel que E (O} E (Qrors ®Z".
r s’appelle le rang de E, on le note r(E).

Ep(Q)tors = {o0; (=1,0); (0,0); (1,0)}.

D est congruent si et seulement si r(Cp) > 1



Soit E une courbe elliptique définie sur Q, d’équation
y2 = P(x) = ax® + bx® + cx + d.

Soit p un nombre premier.
p est un bon premier s’il ne divise ni le dénominateur de a, b, ¢ ou
d, ni le numérateur du discriminant de P.

Si p est un bon premier, E deéfinit une courbe elliptique sur
Fp =Z/pZ, notée E(Fp).



Soit p un bon premier pour la courbe elliptique E. :
CardE(Fp) < 2p + 1.




Soit p un bon premier pour la courbe elliptique E. :

CardE(Fp) <2p + 1.

Onalapl <2+p.







Soit E une courbe elliptique définie sur Q et p un bon premier pour
ot

On définit une fonction L et des entiers a, € N associé.e.s a la
courbe elliptique E ainsi :
pour tout s € C tel que Re(s) > 2,

L(E,s) = l_[ oan s+p1 —2s Z

p bon premier

'L admet un prolongement analytique sur C.



r(E) > 1 si et seulement si L(E, 1) = 0.




r(E) > 1 si et seulement si L(E, 1) = 0.

En notant ra,(E) l'ordre du zéro de L(E s)ens = 1,ona:
(E) = ran(E). ' o




r(E) > 1 si et seulement si L(E, 1) = 0.

En notant ra,(E) l'ordre du zéro de L(E s)ens=1,ona:
r(E) = ran(E). ' o

Pour E = Ep, sf_L(E,1) # 0, alors r(E) = 0.







{z _G-I(G', Hile) =01 > C
4 : = Z ( 2ur2)n2

On définit la fonction

¥ _ +00 ¢ ;
So:tQ_—f1. Lot . 1
X ne bn(€277)" = 9(2)9('22)(29(322) 0(82)).
Alors, si D est impair, L(Ep,1) = —b2

16‘/_




2] (@5l 0]
On définit o forcHon  d r;(z) %
p d
Soit Q = f1 e et
Y nen bn(€%72)" = 6(2)6(22)(2 ( z) - 0(82))
Alors, si D est impair, L(Ep,1) = L\Fbg

Soit D impair sans facteur carré.
Si D est congruent, alors

Card{(x, v, Z)c B —2x i e 3222}

e

B Ynez

(ezinZ)n2

= 1/2 Card{(x, y,2) € 2%, D = 2x* + y? + 877

Si BSD faible est vérifiée pour Ep, la réciproque est vraie.
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