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Plan

@ Modele 3 huit sommets

© Modele de diméres

© Modele 3 huit sommets via les dimeres
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Un modele de glace

03 * r**
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Un modele de glace

Six configurations locales ou « sommets » :
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Un modele de glace

Six configurations locales ou « sommets » :

...huit sommets si on introduit des défauts (absence de molécule
d'eau, superpositions...).
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Un modele de glace

On fixe a, b, ¢, d > 0 les poids locaux des six configurations :

bk
ot

b c d

Sur une portion finie G de Z?, une orientation 7 qui satisfait ces
regles a pour poids

w(t) = aMNepNo Ne g,
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Un modele de glace

On fixe a, b, c,d > 0 les poids locaux des six configurations :

K e
G g

b c d

Sur une portion finie G de Z?, une orientation 7 qui satisfait ces
regles a pour poids

w(r) = aNepNo cNe g,

—  w(r) = ab3c*d.

N N 4 7
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Un modele de glace

On fixe a, b, ¢, d > 0 les poids locaux des six configurations :
c d
Sur une portion finie G de ZZ, une orientation 7 qui satisfait ces
régles a pour poids
w(r) = alVapNo cNe gNa,
Mesure de Boltzmann :

__ w(r)
0 Z@a sy

Z(G;a,b,c,d) = Z w(T).

T
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Questions

° Energie libre :

lim Z(G;a,b,c,d)I¢l?
G—72

o Corrélations : Pour deux arétes e, ¢’ verticales « loin » dans G,

/
le — €
Cov (]-e verticale dans 75 Le/ verticale dans 7') ~ exp (€> ?

Si c'est le cas ¢ est une longueur typique de corrélation.

@ Généralité du modeéle : extension a des graphes 4-réguliers?
Sur la sphére, le tore,...
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Diagramme des phases

Comportement du modéle quand G — Z? conjecturé par les
physiciens dans les années 70-80 (Baxter, Fan, Lieb, Sutherland,
Wu,...) :
@ Sia> b+ c+d, la probabilité sur Z? se concentre sur deux
configurations :

@ Idem pour b > a+ c +d, etc.

@ Si chaque poids est inférieur a la somme des trois autres, alors
toutes les configurations locales apparaissent avec densité > 0.
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Diagramme des phases (d < ¢)

b>a+c+

b/c A

phase désordonnée
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Plan

© Modele de diméres
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Modele de dimeres

G = (V, E) un graphe planaire,
muni des poids positifs (ite)ecE-
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Modele de dimeres

G = (V, E) un graphe planaire,
muni des poids positifs (ite)ecE-

Configuration de diméres : sous-ensemble d'arétes m C E tel que
tout sommet touche une et une seule aréte de m. Poids d'une

configuration :
Wdim(m) = H He-

eem
Probabilité de Boltzmann :
Wdim(m)
P(m) = ———,
(m) Zaim(G; 1)
Zdlm G; ,U, Z H He-
m eEm
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Théoreme de Kasteleyn

On suppose G planaire et biparti; V = W U B. Si on oriente les
arétes de G, on peut définir une matrice d'adjacence orientée et

pondérée K = (Ky )

wEW,beB
. w_ e _b
u(e) si  o——e |
Kw,b = .w e b
—u(e) si  o——e
0 sinon.
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Théoreme de Kasteleyn

On suppose G planaire et biparti; V = W U B. Si on oriente les
arétes de G, on peut définir une matrice d'adjacence orientée et
pondérée K = (Ky )

weW,beB
. w_ e b
u(e) si  o——e |
Kw,b = .w e b
—u(e) si  o——e
0 sinon.

Théoreme (Kasteleyn, Temperley-Fisher; 1961)

Il existe une orientation telle que

Zgim(G; p) = det K.
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Energie libre pour un graphe biparti périodique

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
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Energie libre pour un graphe biparti périodique

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
Gy = G/Z?, et K sa matrice d'adjacence pondérée orientée.

|

_

|

—
= = =R O
R R O
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Energie libre pour un graphe biparti périodique

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
Gy = G/Z?, et K sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon

I’homologie.
1 1 0 1/z
—1xw -1 1 0
falzw) =1 "9 1xz 1 1
1 0 1/w 1
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Energie libre pour un graphe biparti périodique

G est planaire, biparti, Z?-périodique.

Gy = G/Z?, et K sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon
I’homologie.

P(z,w) = det Ki(z, w) est le polynéme caractéristique.

1 1
P(z,w)=5—z—-—w— —.
z %
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Energie libre pour un graphe biparti périodique

G est planaire, biparti, Z?-périodique.

G1 = G/72, et Ki sa matrice d'adjacence pondérée orientée.
Pour tout z, w € C, Ki(z, w) une matrice modifiée selon
I'homologie.

P(z,w) = det K1(z, w) est le polynéme caractéristique.

Théoreme (Cohn-Kenyon-Propp 2001, Kenyon-Okounkov-Sheffield

2006)
Soit G, = G/ (nZ)>.

.1 dz dw
n"_?go?bg(zdim(GmM / log | P(z, W)‘——
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Corrélations
G est planaire, biparti, Z?-périodique.

Lorsque n — 00, les mesures de Boltzmann sur G, ont une limite :
c'est une mesure de Gibbs sur le graphe infini G.
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Corrélations

G est planaire, biparti, Z?-périodique.
Lorsque n — 00, les mesures de Boltzmann sur G, ont une limite :
c'est une mesure de Gibbs sur le graphe infini G.

Théoreme (Cohn-Kenyon-Propp 2001, Kenyon-Okounkov-Sheffield

2006)

Soient e; = {wib1},...,ex = {wg, b} des arétes de G. La
probabilités qu’elles soient toutes présentes est

o= ([l )02,

ou

tComKi(z, w
Koo _ ! /’[ 12, W)low o, mdzdw
wH(mm) T (27r)2 P(z,w) z w
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Plan

© Modele 3 huit sommets via les dimeres
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m — modéle a huit sommets 7.
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m — modéle a huit sommets 7.
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m — modéle a huit sommets 7.

| ,
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Décorations

Idée : dimeéres bipartis m — modéle a huit sommets 7.

| ,

Proposition (Fan, Lin, Wu, ... 1970s)

Si le modeéle 3 huit sommets satisfait d = 0 et a2 + b? = 2, il
existe des poids sur le graphe de dimeres tels que

Z Wim(m) = w(7).

m—T
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Existence de décorations

Autres décorations h plus générales telles que |
— b =
Z Waim(m) = w(7)? Sy
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Existence de décorations

Autres décorations ) plus générales telles que e
b =
Z Waim (m) = w(7)? e

Lemme

Si une décoration h planaire existe,

22+ b% = 2+ d>
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Existence de décorations

Autres décorations ) plus générales telles que e
> waim(m) = w(r)?

Lemme

Si une décoration h planaire existe,
>+ b =%+ d>

Lemme

Si une décoration h planaire bipartie existe,

abcd = 0 et a° + b%> = c® + d°.
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Résumé

4 8 sommets )
a,b,c,d ®
6 sommets “fermions
libres”
d=0 a> + b> ~<e—— Dimeres non bipartis
\_ J

Dimeéres bipartis
- Energie libre
© - Corrélations
- Mesures de Gibbs ergodiques...
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Couplage

Théoreme (M. 2018)

Pour tout modele a huit sommets « fermions libres »
(a® + b? = c? + d?), il existe deux modeles a six sommets

« fermions libres » (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) avec a? + b? = c? tels
que :

Z(a, b, c,d)? = Z(ay, b1, c1,0) Z(az, bo, 2, 0).
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Conséquences

o Energie libre :
dz dw

log | P(z, w)| ="

(2i7r)2 T2
P(z,w) = Pi(z, w)Pa(z, w).

o Corrélations :
/
le—¢|
Cov (1e verticale dans 5> Le’ verticale dans 7') ~ exXp ( >

3
oué=0((8—p)).

o Couplages : si 7, 7" indépendantes tirées selon la mesure de
Boltzmann de (a, b, ¢, d), et 11, 7> selon celles de (a1, b1, ¢1)
et (az, b, @),

rAT 2 WA DY

@ Valable sur tout graphe planaire périodique 4-régulier, avec

poids locaux.
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Z(a, b, c, d).
e Z(a,b,c,d)=Z(a,b,c,—d).
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Z(a, b, c, d).
e Z(a,b,c,d)=Z(a,b,c,—d). o
@ Dualité de Wu : Z(a, b, c,d) = Z(3,b,c,d) ou

3 1 -1 1 1 a
b| 1f(-1 1 1 1]]|b»b
c|l 2|11 1 1 -1]|¢c
d 1 1 -1 1 d
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3 1 -1 1 1 a
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c|l 2|11 1 1 -1]|¢c
d 1 1 -1 1 d

o Echange de spins :

T

N

7 |:|
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|
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Z(a, b, c, d).
e Z(a,b,c,d)=Z(a,b,c,—d). o
@ Dualité de Wu : Z(a, b, c,d) = Z(3,b,c,d) ou

1 -1

Q0 Tl wl
|
—_

Q 0 T o

o Echange de spins :
¥ % + =

HE+F .

H---

H=-FF

H |+
+_+E ™
it
I+
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Eléments de preuve

Trouver suffisamment de symétries sur Z(a, b, c, d).
e Z(a,b,c,d)=Z(a,b,c,—d). o
@ Dualité de Wu : Z(a, b, c,d) = Z(3,b,c,d) ou

? 1 -1 1 1 a
b _1 -1 1 1 1 b
c|l 21 1 1 —1ff|c
d 1 1 -1 1 d
o Echange de spins :
- o+ = .
Siab=cd et ab = cd,
- HE+ B
-
+_ _E Z(a,b,c,d)
- xZ(a,b,c,d)
,7_/ +— +E 7_2 :Z(alablaclvdl)
+ +++ Xz(a2ab27C2vd2)
I+
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Plz.w) = Py(z.w)Pa(z.w)
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