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Soit f € L?(R/Z). On a

f= Z<f|e,,>en,

nez

ou ep(x) = exp(2imnx).
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Corollaire (Parseval)
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Application : calcul des valeurs de ((2k) a I'aide de fonctions
polynomiales par morceaux.
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Formes modulaires

G = SLy(R) agit sur H = {z € C : Im(z) > 0} via
[ab]. _az+b
cz+d
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Formes modulaires : exemple d'application

9(2) _ Z e2i7rn2z

nez
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exemples pour I = SLa(Z) N[ 47 5]

Formes
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“Corollaire” (Lagrange)

Tout entier naturel est somme de quatre carrés
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Fonctions sur SLy(R)

G = SLy(R), groupe topologique avec une mesure de Haar :
w(gA) = p(A) pour tout A C G mesurable et g € G.

I = SLy(Z) sous-groupe discret.

L2(T\G) : espace de Hilbert des “fonctions” ¢ : G — C tq

® o(vg) = &(g) pour tout v € I (invariance a gauche).
® [rclo(g)Pdulg) < +oo,

Remarque

f forme modulaire de poids k pour I'. Alors
¢r(g) = (ci+d)“f(g-i) ot g =[25]

est T-invariante. Si f est cuspidale alors ¢f € L?(I'\G).
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Représentation réguliere droite de G = SLy(R)

¢ € L?(I'\G), T-invariante a gauche. Action a droite de

geG:
R(g)d(x) = ¢(xg)

Décomposition de la représentation réguliere droite R.

Remarque

R est unitaire
(R(&)9|R(g)) = / o(xe) 0 (@) du(x)
rneG

_ / $(y)0(y)dulye ™) = (9|v).
\E



Le Laplacien

Théorie de Lie ~ Laplacien A défini sur C*° N L2(M\G) tel
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A(R(g)0) = R(g)(A9)

et A préserve les sous-espaces fermés invariants par R.

Formes

automorphes

9/18



Le Laplacien

Théorie de Lie ~ Laplacien A défini sur C*° N L2(M\G) tel
que pour toute fonction ¢ et pour tout g € G,
A(R(g)¢) = R(g)(A¢)

Introduction Pe , . .
e et A préserve les sous-espaces fermés invariants par R.

Lemme (Schur)

automorphes

p1, p2 représentations irreductibles d'un groupe G sur un méme
C-espace vectoriel V. T : V — V linéaire tel que pour tout
g€ G, pi(g)oT =Topyg). Alors il existe A € C tel que

T = Aldy,.




Le Laplacien

Théorie de Lie ~ Laplacien A défini sur C*° N L2(M\G) tel
que pour toute fonction ¢ et pour tout g € G,

A(R(g)®) = R(g)(Ad)

et A préserve les sous-espaces fermés invariants par R.

Introduction

Lemme (Schur)

Formes
automorphes

p1, p2 représentations irreductibles d'un groupe G sur un méme
C-espace vectoriel V. T : V — V linéaire tel que pour tout
g€ G, pi(g)oT =Topyg). Alors il existe A € C tel que

T = Aldy,.

= Si (p, V) sous-représentation irréductibles de R alors V
sous-espaces propres de A.




Introduction

Premiers
exemples

Formes
automorphes

Le Laplacien

Théorie de Lie ~ Laplacien A défini sur C*° N L2(M\G) tel
que pour toute fonction ¢ et pour tout g € G,

A(R(g)®) = R(g)(Ad)

et A préserve les sous-espaces fermés invariants par R.

Lemme (Schur)

p1, p2 représentations irreductibles d'un groupe G sur un méme
C-espace vectoriel V. T : V — V linéaire tel que pour tout
g€ G, pi(g)oT =Topyg). Alors il existe A € C tel que

T = Aldy,.

= Si (p, V) sous-représentation irréductibles de R alors V
sous-espaces propres de A.

A symmétrique : pour tout ¢, 1, (¢|AY) = (Ad|)
= Ces sous-espaces sont orthogonaux.
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Théoréme (Peter—Weyl)

Formes p representation continue unitaire d'un groupe compact K sur

automorphes

un espace de Hilbert . Alors
P = @Pi
i

avec p; représentation irréductible de dimension finie.

= Si (p, V) sous-représentation de R alors V =P, Vi, V; de
dimension finie et stable par I'action de K.
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Formes automorphes

Schur-+Peter-Weyl = les sous-représentations irréductibles de
R sont engendrées par des fonctions ¢ : G — C tq

¢(78) = ¢(g) pour tout y €T,

¢ fonction propre du Laplacien A,

¢ est K-finie.

Définition (forme automorphe)

¢ est une forme automorphe si ¢ satisfait (1)-(3) et une
certaine condition de croissance modérée.

Remarque (croissance modérée)

Croissance modérée au lieu de L2(T'\G)
~ existence de formes automorphes non L2
~~ spectre continu.
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Rappel : GmH:{ze(CIm(z)>0} via [zs] Lz = i;_‘::s
Sif:H— Ctqpourtouty=[25] €Tl

fy-2) = (cz + d)*F(2)

Introduction

on définit ¢(g) = (ci +d)*f(g-i) pourg=[25] €G

tomarohes “Les formes modulaires sont des formes automorphes”
cos(f) sin(@ i
® or(vg) = ¢r(g) et ¢ (g[,si,f(g) cos((g))D = "¢ (g).
® f holomorphe= A¢r = £ (1 — £) ¢¢ (Cauchy-Riemann).

® { holomorphe aux pointes = croissance modérée.

Si f est cuspidale alors ¢¢ € L2(I'\G) et génére une
sous-représentation irréductible de R.




Exemple : formes de MaaB

Métrique hyperbolique sur H : ds?® = &Lf’i

~ Laplacien hyperbolique Ay = —y (8—)(5 + 5 )
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Exemple : formes de MaaB

Métrique hyperbolique sur H : ds® = ﬁz‘ﬁ_
~ Laplacien hyperbolique Ay = —y? (5972 + %)
Définition (Forme de MaaB)

f € L?(T'\H), fonction propre de Ag.
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~ Laplacien hyperbolique Ay = —y (8—X2 + 5 )

Définition (Forme de MaaB)

f € L?(T'\H), fonction propre de Ag.
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or(g) =f(g i)

¢ forme automorphe.
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Le spectre continu

R n’est pas complétement réductible.
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Le spectre continu
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Le spectre continu

R n’est pas complétement réductible.

2 = s Oo7r,r.
crm= @ @/O d

n irréductible

REAEE m, : représentation engendrée par une certaine forme

automorphes

automorphe non L2 (séries d'Eisenstein).
Analogie avec la transformée de Fourier :

f(t) = [ () & de.
fle) = [ Fo e e
€L2(R) ZL2(R)




Séries d'Eisenstein

roo:{[l’l’]:nEZ}agitsur]l-]Ipar[1'1’].2224_,,_
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Séries d'Eisenstein

roo:{[l’l’]:nEZ} agitsur]I-]Ipar[l'l’].z:z+n_
= z +— Im(z) est I-invariante.
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Séries d'Eisenstein

= z > Im(z) est [w-invariante.
= pour ¢ : Rt — C

Ezly)= > ¢(im(y-z))

NET o \T

Formes

automorphes est M-invariante (si converge).

roo:{[l'l’]:neZ}agitsurI[-]Ipar[1'1’].2:24_,,_
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Séries d'Eisenstein

Foo ={[*7]: n€Z} agitsur Hpar [} ]]-z=z+n.
= z > Im(z) est [w-invariante.
= pour ¢ : Rt — C

Ezly)= > ¢(im(y-z))

vElM oo\

est -invariante (si converge).

Propriété / définition (Séries d'Eisenstein)

Re(s) > 1
E(zs)= Y (Im(y-2)y

YEMo\I

fonction s(1 — s)-propre de Ay et -invariante, non L2(I\H).



Séries d'Eisenstein et décomposition spectrale

Inversion de Mellin

Si 1) € C(R™), on a pour tout 0 € R
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1 a
YY) = 5 b(s)y*ds,
(y) /Re(s):a (S)y °
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2iT

Y(y) =
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—+00

T /Re(s)mws)fds’ ol 915) = o Y(y)y " ldy.

Introduction

Formes

automorphes Y € Co(RT) = E(.J1b) € L2(T\H), et pour o > 1 :
E(zlv)= > w(im(y-2))

'yeroo\l'

o X | e Um(y - 2) e

yela\r / Re(s)=c




Séries d'Eisenstein et décomposition spectrale

Inversion de Mellin

Si 1) € C(R™), on a pour tout 0 € R

—+00

T /Re(s)mws)fds’ ol 915) = o Y(y)y " ldy.
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E(zlv)= > w(im(y-2))

'yeroo\l'

o X | e Um(y - 2) e

yela\r / Re(s)=c

1
=5 re(s)s U(s)E(z,s)ds




Prolongement analytique des séries d'Eisenstein

B = 5z [ OEGs)as

2iT

Probléme : représentation associée a E(.,s) non unitaire.
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E(z) = — /R o VGIE )

2iT

Probléme : représentation associée a E(.,s) non unitaire.
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Théoreme

Pour tout z € H, E(z,s) admet un prolongement analytique a
Formes A P . s
SnETEE s € C avec pdle en s = 1. La représentation associée a E(z,s)

est unitaire pour Im(s) = 3 ou s € [0, 1.
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Prolongement analytique des séries d'Eisenstein

1 A
Ezw:—_/ Y(s)E(z,s)ds
G = 55z [ D)
Probléme : représentation associée a E(.,s) non unitaire.

Théoreme

Pour tout z € H, E(z,s) admet un prolongement analytique a
s € C avec pdle en s = 1. La représentation associée a E(z,s)
est unitaire pour Im(s) = 3 ou s € [0, 1.

Déplacement du contour d'intégration :

indépendant de = -
spectre continu

E(zly) = 3/7(1)Ress:1E(z,Sz~l— i/’? oo O(s)E(z,s)ds.

/
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Merci de votre attention!
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