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Débruitage par minimisation d'une énergie

1
u* =argmin Z|lu— |2+ X ||Vu|
u 2 ~——

D régularité
fidélité gulan

e 10 : image bruitée
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Débruitage par minimisation d'une énergie

1
u* =argmin Z|lu— |2+ X ||Vu|
u 2 ~——

D régularité
fidélité gulan

e 10 : image bruitée

e )\ : paramétre de régularisation :

A=0—u"=u" vs A\=4oo— u*=cste
e ||.|| : norme a choisir
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Premier essai : ||.|| = ||.||%

Probléme continu : u® € L2([0, 1]?)

u* = argmin ]u—uoHLz—i—)\/ |V ul|?
weHI([0,1]2) 2 [0.1)2
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Premier essai : ||.|| = ||.||%

Probléme continu : u® € L2([0, 1]?)
* - 0 2
u* = argmin Hu—u H,_z—i—)\/ |Vul
weHI([0,1]2) 2 [0.1)2
Probléme discret : h = 1/N, u? = projection PO(= RV*N) de u°

uh—argm|n7||u—uh||2+)\ E |(Du); j|?
PO
ij

N o - : Uiyl — Uij
ou D = différences finies usuelles i.e. (Du); ;= ( T4~ "
Uil = Ui
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Ca marche!

A=0.05
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Ca marche!

A=1
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Ca marche!

A=5
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Ca marche!

A=10
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Ca marche!

A=20
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Ca marche!

A =80
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Ca marche!

on choisit A =5
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Ca marche ! mais...

0

: image bruitée uy, : image débruitée

u

On voudrait récupérer les “sauts” de I'image.
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Ca marche ! mais...

u® : image bruitée up : image débruitée

*

On voudrait récupérer les “sauts” de |'image.

C. Caillaud, A. Chambolle Débruitage d'image par minimisation de TV 7/ 26



Deuxieme essai : ||.]| = |||

Probléme continu :

1
u*:argmin||u—u0]|i2—i—/\/ |Vul|
2 0,112

ue?
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Deuxieme essai : ||.]| = |||

Probléme continu :

ue?

1
u*:argmin||u—u0]|i2—i—/\/ |Vul|
2 0.2
ou

/ IVl = / sup {(Vulg), @ € C2([0,1.R?) : [o] <1}
[0,1]2 [0,1]2

)
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Deuxieme essai : ||.]| = |||

Probléme continu :

1

u*:argmin||u—u0]|i2—i—/\/ |Vul|
uer 2 [0,1]2

ou

/ IVl = / sup {(Vulg), @ € C2([0,1.R?) : [o] <1}
[0,1]2 [0,1]2

)

= SUP{/ —u divp, ¢ € CX([0,1]%,R?) : o] < 1}
[0,1]2
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Deuxieme essai : ||.]| = |||

Probléme continu :

1
u*:argmin||u—u0]|i2—i—/\/ |Vul|
2 CRIE

ue?

ou

/ IVl = / sup {(Vulg), @ € C2([0,1.R?) : [o] <1}
[0,1]2 [0,1]2

)

= SUP{/ —u divp, ¢ € CX([0,1]%,R?) : o] < 1}
[0,1]?
L TV

BV ¥ iuell : TV(u) < +oo}
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Modele de ROF, premiére discrétisation

Probleme continu : (Rudin, Osher et Fatemi, 1992)

1
u* = argmin EHU — O[T + ATV (v) def E(u)

ueBVNL2

ot TV(u) = supj,<1 [ —u divp = [|Vul si u réguliere
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Modele de ROF, premiére discrétisation

Probleme continu : (Rudin, Osher et Fatemi, 1992)

1
u* = argmin EHU — O[T + ATV (v) def E(u)

ueBVNL2

ot TV(u) = supj,<1 [ —u divp = [|Vul si u réguliere

Probléme discret :

1
uy = argmin = ||u — ud|3 + ATV,(u) & En(u)
wepo 2

Uil — Uij
Ujj+1 — Uij
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ol TVd(U) = Ei,j |(Du)"d‘ = Zi,j




Ca marche mieux
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Ca marche mieux

uj; pour ||.|2 uy pour TVy
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Ca marche mieux, mais...

up pour TVy up pour TVy
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Ca marche mieux, mais...

up pour TVy up pour TVy
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Anisotropie de TVy,

TVy(up) = Y [(Dup)ijl
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Anisotropie de TVy,
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Anisotropie de TVy,

u,=

TVa(up) =Y |(Dup)il TV4(uy) Z! Duy)ijl
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Anisotropie de TVy,
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Anisotropie de TVy,

u® : image bruitée up : image débruitée
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Anisotropie de TVy,

0

*

u” : image bruitée uy : image débruitée
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Anisotropie de TVy,

u® : image bruitée uy : image débruitée
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Une autre variation totale discréte

Dans l'article Discrete Total Variation : New definition and
minimization, 2017, Condat remarque :

|Du| = supj4j<1(Dul¢) pour un champ ¢ localisé sur une grille
decalée (i + 3,j) et (i,j + 3)-

T
|

(Du);
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Une autre variation totale discréte

Dans l'article Discrete Total Variation : New definition and
minimization, 2017, Condat remarque :

|Du| = supj4j<1(Dul¢) pour un champ ¢ localisé sur une grille
decalée (i + 3,j) et (i,j + 3)-

On propose : TVy(u) =sup { [ —udive, ¢ € P12 : |g] <1}

otl P12 = {¢ = <f;1> © ¢1 et ¢ affines par morceaux}
2
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Une autre variation totale discréte

'F\Zj(u) = sup {/—udivqb, pe P |p| < 1}

(61)ij(x,y) = al jx+ by ¢l (¢2)ij(xy) = af x+ b7y +cf;
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Une autre variation totale discréte

'F\Zj(u) = sup {/—udivqb, pe P |p| < 1}

(61)ij(x,y) = al jx+ by ¢l (¢2)ij(xy) = af x+ b7y +cf;

e Seul div ¢ importe : on peut prendre ¢1 constant selon y et ¢,
constant selon x : b1 = a =0
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Une autre variation totale discréte

'F\Zj(u) = sup {/—udivqb, pe P |p| < 1}
(¢1)ij(xy) = ajjx+bly+cl;  (92)ij(x,y) = ai x+ b7y +c7;

e Seul div ¢ importe : on peut prendre ¢ constant selon y et ¢,
constant selon x : b1 = a =0

e Pour avoir pour u regullere, [ —udivg = [(Vulg), il faut que
Joorg U(@lv) =0 : le flux de ¢ a travers une aréte est le méme

de chaque c6té : une équation reliant (a}, ct.) a

A jo Cij
(a}+1J7C:'1+1,j) et (bI2j7 I_I) (bu+1’ IJ+1)

bij Git1,
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Une autre variation totale discréte : champs RT0q

Dans la cellule (7, /) :

f
f-ll X fi h
(Xm)/c)
f

i+ f o f
12 1+ lh 1(X*XC)

¢f(X,y) P o o ‘
2+ 1 2 "2,
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Une autre variation totale discréte : champs RT0q

Dans la cellule (7, /) :

f

! X fi h
(Xm)/c)

[y

f

i+ f o f
12 1+ lh 1(X*XC)

U P
2+ 1 2 "2,

On pose 'F\Z,(u) =sup{— [udivp, ¢ € RTO : |¢| <1}
ol RT0g = {¢r, fe € R, e aréte interne}
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Modéle de ROF, deuxiéme discrétisation

Probléme discret numéro 1 :

def

1
up = arg min EHU_ W13+ ATVy(u) = Ep(v)

uePO
Uitlj — Uij
Ujj+1 — Ui

ol TVy(u) =32 1(Du)ijl =3,
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Modéle de ROF, deuxiéme discrétisation

Probléme discret numéro 1 :

uh—argmlanu W12+ ATVa(u) & Ey(u)

uePO
Uitlj — Uij
Ujj+1 — Ui

ol TVy(u) =32 1(Du)ijl =3,

Probléme discret numéro 2 :

def =
Uh—argmln*\lu—uhl\er)\TVd( ) = En(u)

ueP0

ot TV,(u) =sup{— [udivg, ¢ € RTOy : |¢| <1}

C. Caillaud, A. Chambolle Débruitage d'image par minimisation de TV

17 / 26



Ca marche encore mieux !

u® : image bruitée up - avec TVy iy : avec TVy
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Ca marche encore mieux !

*

up :avec TVy iy :avec TVy
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Ca marche encore mieux !

up = avec TVy iy :avec TVy
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Ca marche encore mieux !

up : avec TVy iy = avec TVy
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7/'\\7d est “meilleure” que TVy

Pb continu : u* = arg minuEBV %Hu _ UOH%Z 4 )\TV(U) dZGf E(U)
Pb discret 1 : uj = argmin,cpo 3||u — ud]|3 + ATV4(v) def u)

Pb discret 2 : U} = argmin,cpo 3||u — ud||3 + ATV4(u) def Ep(u)
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7/'\\7d est “meilleure” que TVy

Pb continu : u* = arg minuEBV %Hu _ UOH%Z 4 )\TV(U) dZGf E(U)
Pb discret 1 : uj = argmin,cpo 3||u — ud]|3 + ATV4(v) def u)

Pb discret 2 : U} = argmin,cpo 3||u — ud||3 + ATV4(u) def Ep(u)
Théoréme :

1. Si u® est tel que la solution du probléme dual du probléme
continu est globalement lipschitzienne, alors :

Jc >0, Vh> 0, |E(u*) — En(iif)| < ch
2. Il existe un u° tel que :

Jc >0, Vh >0, |[E(u*) — Ep(u})| > ch?/3
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Eléments de preuve

2. Essentiellement, on prend u° = u, =

C. Caillaud, A. Chambolle Débruitage d'image par minimisation de TV 20 / 26



Eléments de preuve

2. Essentiellement, on prend u° = u, =

En utilisant les symétries de u°, on se raméne a un probléme 1D :

2N 2N
1 . h
En(up) = 7 <mu|n A E V(e — u)2 4+ (u—u—1)? + 5 E (u — u?)2>
I=—2N I=—2N

5 0 0 _ — —
ou uy = 01>0 (et uy = 1/2), et upyy1 — Uy = U_oy — U_2y—1 =0
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Eléments de preuve

2. Essentiellement, on prend u° = u, =

En utilisant les symétries de u°, on se raméne a un probléme 1D :

Eh(u;) = % <muin A Z \/(U/.;,_l — U/)2 + (U/ — U/_1)2 + g Z (U/ - u?)2>

I=—2N I=—2N
S\ 0 0 _ _ _

ou uy = 01>0 (et uy = 1/2), et upyy1 — Uy = U_oy — U_2y—1 =0

Aprés un changement de variable et un passage au probléme dual

on montre que

1 A [
h72/3E N _ E(u* - 77/ 2" 2
[Enun) = EQWO =5 omas o 27 (0 =5 | 207+ 07 >0
20+p%<0

d'ou le résultat.
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Elements de preuve

1. a. Estimation primale :

m(ﬂpou*): sup /—I_Ipou*divqﬁ
$ERT g
[¢l<1
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Elements de preuve

1. a. Estimation primale :

m(ﬂpou*): sup /—I_Ipou*divqﬁ

$E€RTO0p
[#l<1
= sup / —u*divo
$ERT 0o
[#|<1
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Elements de preuve

1. a. Estimation primale :

m(ﬂpou*): sup /—I_Ipou*divqﬁ
$ERT g
[¢l<1

= sup /—u*diqu
$ERT 0o

[p|<1

< sup /—u* divp = TV(u)
@, pl<1

Ainsi TVg(Mpou*) < TV(u?).
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Elements de preuve

1. a. Estimation primale :

m(ﬂpou*): sup /—I_Ipou*divqﬁ
$ERT g
[¢l<1

= sup /—u*diqu
$ERT 0o

[p|<1

< sup /—u* divp = TV(u)
@, pl<1

Ainsi TVg(Mpou*) < TV(u?).
Jensen

De plus [[Mpou™ — uf]l3 = [[Mpo(u” — uO)|13 < [I(u* — u)I3
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Elements de preuve

1. a. Estimation primale :

m(ﬂpou*): sup /—I_Ipou*divqb
$ERT g
[¢l<1

= sup /—u*diqu
$ERT 0o

[p|<1

< sup /—u* divyp = TV(u¥)
¢, lpl<1

Ainsi TVg(Mpou*) < TV(u?).
Jensen

De plus |[Mpou* — upll3 = |[Mpo(u* — wO)IF < [|(v* — u)I3
Finalement, E,(ii7) < Ep(Mpou*) < E(u*).

C. Caillaud, A. Chambolle Débruitage d'image par minimisation de TV 21 /26



Elements de preuve

1. b. Estimation duale : Les problémes duaux sont :
Probléme continu :

( min E(u) = 1|\u — 0|7 + ATV(U)>

uEBV 2
0 g )\2 . 2
= max D(p) ==\ [ v’divp — 7Hdlvgp\|L2

[p|<1

Avec a I'optimum, E(u*) = D(p*) et u* = u® + A div ™.
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Elements de preuve

1. b. Estimation duale : Les problémes duaux sont :
Probléme continu :

ueBV 2

2
~ (e 0) = [ vy — sl

[p|<1

( min E(u) = 1|\u — 0|7 + ATV(U)>

Avec a I'optimum, E(u*) = D(p*) et u* = u® + A div ™.
Probléme discret :

I 1
(min Eoe) = 3llu— 1B + ATVa(0) )

N 2
~ (g, D0 = [ divo — o)

GERTO0o, |p|<1
Avec a I'optimum, Eh(ﬁ;‘,) = Dy(¢*) et it = ud + Ndiv ¢*.
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Elements de preuve

On suppose que p* est L—lipschitzienne.
Alors sa projection ¢, = MNgro,e* Vérifie : |p.| <1+ th.
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Elements de preuve

On suppose que p* est L—lipschitzienne.
Alors sa projection ¢, = MNgro,e* Vérifie : |p.| <1+ th.
On a donc

N 1 N (%Y L x
Dy, (H—\éil_hgb*) < Dp(¢") = En(ih)
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Elements de preuve

On suppose que p* est L—lipschitzienne.

Alors sa projection ¢, = MNgro,e* Vérifie : |p.| <1+ th.

On a donc

N 1 N (%Y L x
Dy, (H—\éil_hgb*) < Dp(¢") = En(ih)

Par ailleurs on montre que

Dy| ————d. | > Dy (s
h(1+\?Lh¢)_1+d’ h(P+)
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Elements de preuve

On suppose que p* est L—lipschitzienne.

Alors sa projection ¢, = MNgro,e* Vérifie : |p.| <1+ th.

On a donc

N 1 N (%Y L x
Dy, (H—\éil_hgb*) < Dp(¢") = En(ih)

Par ailleurs on montre que

Dy| ————d. | > Dy (s
h(1+?Lh¢)_1+d’ h(P+)

Et en utilisant div ¢ = Mpg (div*) et Jensen :

Dh(¢+) > D(¢*) — ch = E(u") — ch
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Elements de preuve

On suppose que p* est L—lipschitzienne.

Alors sa projection ¢, = MNgro,e* Vérifie : |p.| <1+ th.

On a donc

N 1 N (%Y L x
Dy, (H—\éil_hgb*) < Dp(¢") = En(ih)

Par ailleurs on montre que

Dy| ————d. | > Dy (s
h(1+\?Lh¢)_1+d’ h(P+)

Et en utilisant div ¢ = Mpg (div*) et Jensen :

Dh(¢+) > D(¢*) — ch = E(u") — ch

Finalement, £(u*) < (1 + Ch)a(ﬁ;) + ch.
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Elements de preuve

Finalement,

a. Estimation primale : Eh(ﬁ,’;) < E(u*).
b. Estimation duale : E(u*) < (1 + ch)Ex(ij;) + ch.
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Elements de preuve

Finalement,

a. Estimation primale : Eh(ﬁZ) < E(u*).
b. Estimation duale : E(u*) < (1 + ch)Ex(ij;) + ch.

Donc

|E(u*) — En(@})| < chEn(i;) + ch
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Elements de preuve

Finalement,

a. Estimation primale : Eh(ﬁZ) < E(u*).
b. Estimation duale : E(u*) < (1 + ch)Ex(ij;) + ch.

Donc
|E(u") — En(@})| < chEn(i;) + ch
< chE(u*) + ch
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Elements de preuve

Finalement,

a. Estimation primale : Eh(ﬁZ) < E(u*).

E
b. Estimation duale : E(u*) < (1 + ch)Ex(ij;) + ch.

Donc
|E(u") — En(@})| < chEn(i;) + ch
< chE(u*) + ch
< Ch
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Elements de preuve

Finalement,
a. Estimation primale : Eh(ﬁZ) < E(u*).

E
b. Estimation duale : E(u*) < (1 + ch)Ex(ij;) + ch.
Donc
|E(u*) — En(@;)| < chEn(a};) + ch

chE(u™) + ch
Ch

VANVAN

(En exploitant la forte convexité, on a : ||&; — Mpou*|l2 < CV/h.)
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Conclusion

En résumé :
e débruitage par minimisation d'une énergie impliquant ||u — u°||

(fidelité) et ||Vul| (régulariseur, par exemple TV)
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Conclusion

En résumé :
e débruitage par minimisation d'une énergie impliquant ||u — u°||
(fidelité) et ||Vul| (régulariseur, par exemple TV)

o différentes discrétisations de TV sont possibles, certaines sont
plus isotropes que d'autres

e savoir relier TV (u) a TVy4(Mu) est utile pour des estimations
d'erreur

Travail futur :

e des estimations d'erreurs pour d'autres variations totales (type
Condat)
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Merci de votre
attention



